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INTRODUCTION 


Avant d’aborder l’examen détaillé de mes travaux, qui se rattachent presque 
tous à la théorie des fonctions de variables réelles, je veux, dans cette introduction, 
rappeler le prodigieux essor pris par cette théorie durant ces trente dernières années, 
malgré les préventions qui s’élevaient contre elle; car je crois bien que mon prin¬ 
cipal titre est d’avoir été l’un de ceux qui, en diminuant singulièrement ces préven- 

ressources puissantes pour le progrès des parties même les plus classiques des 
mathématiques pouvaient être obtenues par l’examen patient et prolongé des pro¬ 
priétés des fonctions de variables réelles. 





les Comptes Rendus de l’Académie ; M. Picard dut défendre ma Note. On sait com¬ 
bien, cependant, Hermite était bienveillant et.prodigue d’éloges, mais c’était à peu 
près l’époque où il écrivait à Stieltjès : « Je me détourne avec effroi et horreur de 
cette plaie lamentable des fonctions qui n’ont pas de dérivées », et il aurait voulu 











« Cela ne peut vous intéresser, il s'agit de fonctions ayant une dérivée », et un» 
plan tangent ». 

Darboux avait consacré son Mémoire de 1875 à l’intégration et aux fonctions- 

doute qu’il m’ait jamais pardonné entièrement ma Note sur les surfaces applicables; 
pendant longtemps, il ne s’intéressa guère à mes Mémoires sur l’intégration qui, en 
un certain sens, prolongeaient cependant le sien. On raconte qu’en 1875, Darboux 
fut quelque peu blâmé de s’être laissé aller à étudier de pareilles questions; soit à 
cause de ces remontrances, soit plutôt à cause de la beauté et de l’importance des¬ 
problèmes qu’il a ensuite abordés, Darboux ne fit pas d’autre incursion dans le 
domaine des fonctions non analytiques. Les résultats si nombreux et si élégants 

donné l’étude des fonctions générales de variables réelles, ensuite à considérer que 
ceux qui s’appesantissaient dans cette étude perdaient leur temps au lieu de le con¬ 
sacrer à des recherches utiles. 

Bien que, d’un certain point de vue théorique, toute recherche consciencieuse- 
soit utile, l’histoire des Sciences nous montre que de nombreuses études 11e le furent 
pas pratiquement, parce qu’elles ne vinrent pas à leur heure. On s’accordait généra- 
lèment à trouver prématurée l’étude des fonctions de variables réelles. 

crois, le premier à penser que mes travaux auraient une utilité en quelque sorte 

de me décider à présenter, comme thèse de Doctorat, le Mémoire où j’ai abordé- 
presque toutes les recherches que j’ai développées par la suite. Je sentis bien, dès 
le début, que de telles études étaient utiles; je n’aurais su dire dans quelle mesure- 
èlles l’étaient. Un peu plus tard, en 1903, j’insistais sur la nécessité de ces études 

jour, laissait percer quelque inquiétude au sujet des exagérations possibles de la 
tendance que je représentais. 

Plus tard encore, en 1909, pour ceux qui continuaient à contester l'utilité de mes 
travaux, M. Painlevé, à l’occasion d'une importante communication de.M. Denjoy, 
écrivait dans les Comptes Rendus : « Il convient de signaler le rôle joué dans ce 
résultat, par l’extension, due à M. Lebesgue, de l’intégrale définie. Grâce à cette 
Opération, que nombre de géomètres trouvaient artificielle et trop abstraite, une 
question naturelle, une question fondamentale, qui restait indécise à l’entrée de la 
théorie des fonctions uniformes, est aujourd’hui tranchée. » 

dues que je les ai retrouvées presque chez tous — chez ceux qui avaient fait do 
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Lipschitz ou par celle des approximations successives de M. Picard; dans la plupart 
des solutions du problème de Dirichlet et des problèmes analogues; dans la réso¬ 
lution des équations intégrales. Parfois, certaines des données ou des solutions 
pouvaient être ou même étaient nécessairement des fonctions discontinues; il en est 

une question étudiée par M. Borel, la solution est bien continue, mais elle est né¬ 
cessairement non analytique. Ou se familiarisait ainsi avec cette idée qu’une discon- 

D’autre part, des recherches comme celles de Poincaré sur la forme des inté¬ 
grales réelles des équations différentielles, ou celles de M. Hadamard sur les géodé- 
siques, montraient quelles conséquences lointaines et importantes pouvaient résulter 
du fait qu’une fonction réelle possède ou non une certaine propriété. On apprenait 
ainsi lentement à regarder ces fonctions - réelles, à discerner qu’à leur sujet, tout 

devaient être posées. La méthode directe du calcul des variations, à laquelle reste¬ 
ront attachés les noms d’Arzelà et de M. Hilbert, l’étude des développements déduits 
de l’équation de Fredholm allaient poser nombre de ces problèmes. 

On sô trouvait d’ailleurs, et depuis peu de temps, en possession d’un outil indis¬ 
pensable : la théorie des ensembles de points. Dès le début de cette théorie, Cantor, 
du Bois-Reymond, par exemple, en firent des applications aux fonctions réelles. 
C’est cependant surtout dans l’étude des fonctions de variable complexe qu’on l’avait 
utilisée; les auteurs à citer seraient nombreux depuis M. Mittag-Leffler jusqu’à 
Poincaré, jusqu’à MM. Borel, Goursât, Painlevé, par exemple. 

la suite, appliqués à la théorie des fonctions de variables réelles. C’est pourquoi, 
avant d'avoir rien publié sur les fonctions de variable réelle, M. Borel avait déjà 
rendu les services les plus éminents à la théorie de ces fonctions en introduisant 
des notions, comme celle de mesure, dont le rôle a été capital et surtout en inau¬ 
gurant certains modes de raisonnements, par exemple en nous apprenant qu’on 
peut souvent utiliser un ensemble dénombrable exactement comme s’il ne contenait 
qu’un nombre fini d'objets [6]. 

En osant incorporer certaines parties de la théorie des ensembles dans son cours 


mait qu’elle est une branche utile des mathématiques. Il faisait plus que l’a 
il le prouvait par ses recherches sur la mesure des aires et des ensembles, su 

nométriques, sur Yanalysis situs; ont si bien préparé certains travaux, les m 


té mathématique à la 














Malgré la grande généralité de l’opération de l’intégration, on peut définir pour 
elle une opération inverse, ce qui pourtant n’avait pas été fait pour le cas plus sim¬ 
ple de l’intégration au sens de Riemann. Pour les fonctions d’une variable, cette 











de la convergènce de certaines expressions, comme la formule de Poisson, au voisi¬ 
nage d’une ligne singulière ou sur Cette ligne, etc., par M mi Grâce Chisholm Young, 
par MM. Caratheodory, Denjoy, Fatou, Fejér, Fischer, Fréchet, Fubini, Haar, Ilahn, 




























CHAPITRE PREMIER 


INTÉGRATION ET DÉRIVATION 



Intégration des fonctions continues. 

L’intégrale définie. — Lorsqu'on ouvre tin traité d’analyse, on est frappé de la 
place qu’y occupent les définitions des diverses intégrales de fonctions continues que 
l’on considère : intégrale simple, intégrale curviligne, intégrale double, intégrale de 
surface, intégrale multiple, intégrale étendue à une variété. Pourtant,! il s'agit bien 
d’une notion unique, car, dans les applications, dans le calcul de la masse ou des 
coordonnées du centre de gravité d’un corps, par exemple, on ne distingue pas, ou 

d’un fil, et l’on n’étudie pas séparément les fils rectilignes et les fils curvilignes, les 






is. Dans ces applications, il y a toujours un support 

pour les points de ce corps, une fonction de point /(P), et l’intégrale s'obtient comme 
la limite de valeurs approchées calculées par le procédé classique suivant : on partage 
le.corps en petits corps partiels, dans chacun d’eux, on choisit un point; ainsi, on 
choisira le point P, dans le corps dont m, est la mesure (longueur, aire ou volume); 
la valeur approchée de l’intégrale est ? t ). Il y a donc bien une définition 

commune à toutes les intégrales; pourquoi ne la pose-t-on pas une fois pour toutes? 

• où il s’agit d’une intégrale simple. L’exposition classique est en parfait accord avec 
cette tendance à tout construire, logiquement à partir de l’idée de nombre, qui 
remonte à Descartes; en se servant de coordonnées, Descartes ramenait en effet toute 
géométrie à la géométrie delà droite, c’est-à-dire à la notion de nombre. Sans renoncer 
à ce souci logique, on pourrait faire, sans emploi d’intégrales, une étude des divers 
nombres m it parallèle à celle que l'on fait, grâce à la définition des incommensura- 

simplicité au début du calcul intégral. 

Dans le cas d’une intégrale simple, la valeur approchée s'écrit : 

■ s*2w(*..■-»<)> - : 

étant l'abscisse du point P, de l'intervalle.a;,) dont la mesure est m t = — x t . 

Dans cette expression, la variable æaun triple rôle : i° Les valeurs x = ^ servent à 

domaines partiels.. Lorsqu’il s’agit des autres catégories d’intégrales, les variables ne 
jouent plus que le premier de,ces trois rôles. Cette remarque va nous conduire à la 
notion d’intégrale indéfinie. 

Pour une fonction de plusieurs variables, f(x,y) par exemple, on ne considère 
généralement pas d’intégrale indéfinie bien que l'on appelle quelquefois de ce nom(‘) 
la fonction : 

(I) F(X. Y) = '£/}&>> rï&edy + =■(*) ’+ i(Y). 

dont lés propriétés principales sont résumées par les formules : 

(3) ‘ “ ^ = /(X,'Y). 









Malgré la première de ces propriétés, cette fonction apparaît comme relativement 
peu liée à l’intégrale définie; son véritable rôle, qui est relatif à la propriété (3), se 

du type hyperbolique. Dans ses rapports avec l’intégrale définie, l'intégrale.indé- 
finiè F(X) d’une fonction f(x), 


F(X) = fff(x)ix+C, 


îr rôle principal de faire connaître l’intégrale définie de f(x) pour n’importe 


£ j\x)dx^.V(b)-i\a). 


(?■) 

F(X) apparaît en quelque sorte comme un répertoire dans lequel on peut lire immè- 
dialemenl n’importe laquelle des intégrales définies de j(x). Une fonction de deux 
variables ne peut être le répertoire analogue pour la fonction f(x, y), puisque les 
variables ne peuvent jouer le rôle du 2 0 : elles ne peuvent déterminer un domaine. 
Mais la forme du répertoire importe peu, c’est la conception de ce répertoire qui est 
tout; nous appellerons donc intégrale indéfinie de f(x, y) la correspondance entre un 
domaine D et l’intégrale définie de f(x, y) dans D. C'est la fonction de domaine $(D). 

est définie ou indéfinie, suivant qu elle est étendue à un domaine défini ou indéfini. 

Si f(x,y) est une densité, $(D) est la masse du domaine D; si/(æ, y)est une 
vitesse normale, <I>(D) est le débit à travers la surface D; si /( x, y) est une pression 
eh un point, <I>(D) est la pression totale sur D; <I>(D) peut être aussi une quantité de 
chaleur, une charge électrique, etc... On voit, par ces exemples, que les fonctions de 

même que les fonctions de point, lesquelles ne servent le plus souvent qu'à étalonner 
des qualités. Initialement, en effet, une densité, une vitesse, une pression en un point 
étalonnent des qualités, des états, comme une température ou une densité électrique; 
elles permettent de distinguer des corps plus ou moins denses, des écoulements plus 
ou moins rapides, etc... Il arrive fréquemment, il est vrai, que l'on puisse préciser 
assez l’étalonnage primitif pour arriver à défini? ce qu’on appelle une grandeur 
dérivée ; mais, lorsqu’on y arrive, c’est toujours par l’intermédiaire d’üne fonction de 
domaine. Le plus souvent même par l’intermédiaire de la fonction de domaine <I>(D) 
qui est l’intégrale indéfinie de la fonction de point/(P) considérée; dans ce cas, 

calculer la 


limite /(P), pour |x tendant vers zéro. 
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pourra être considérée comme fournissant, par l’intermédiaire de/, la représentation 
de la fonction <1>, dans la mesure où elle est possible en l’absence de tout algorithme 
propre à la représentation des domaines; il faut remarquer de plus, que l’opération 
de dérivation à laquelle on semblait devoir renoncer, -se trouvera étendue à tout ce 
que j’ai appelé ici des grandeurs physiques. Ces conclusions seront précisées plus 

Pour le cas des fonctions continues, la nouvelle conception de l’intégrale indé¬ 
finie peut être commode; on ne saurait pourtant en attendre rien de vraiment neuf. 
En fait, sans prononcer les mots « fonctions de domaine », on a toujours parlé de ces 

coexistantes ce que j'appelle des fonctions d’un même domaine, «Ï>(D) et 'P(D); la 
considération de la limite du rapport quand D tend vers zéro, lui permet de 
définir la dérivée d’une grandeur par rapport à l’autre. Cette définition est bien en 
accord avec celle posée plus haut; mais elle est plus générale puisque je n’ai consi¬ 
déré que le cas où la fonction 'P(D) est la mesure de. D. 

L’opération inverse de la dérivation cousidérée par Cauchy est plus générale que 
l’intégration étudiée jusqu’ici ; c’est l'intégration au sens de Stielljès. 


J /(æ)d[a(à!)] = liœ [«(*)+,) 


la nouvelle intégration; 1 
■ l'intégrale de Slieltjès ne diffère de celle de J f(x) dx qo 
des mesures m, = -- x t des intervalles partiels par le 


nombres m\ = a(œ^ l ) — a(œ,); 

Des trois rôles joués par la variable cc dans les intégrales simples, elle continue 
à remplir les deux premiers, mais le procédé de mesure des intervalles doit être 
modifié de façon à donner, au lieu de la longueur m it une nouvelle valeur m',. 

qui jouit de l’additivité complète, m\ èst une fonction de domaine possédant néces¬ 
sairement l’additivité restreinte ; mais, pour que la limite qui définit l'intégrale existe, 
quelle que soit f(x) continue, il faut que m\ possède l’additivité complète, ce qui 
exige que la fonction «(cc) soit à variation bornée. C’est dans ce cas que l’on s’eSt 
toujours placé jusqu’ici. En considérant m\ comme une fonction de domaine com¬ 
plètement additive, on voit clairement ce que c’est qu’une intégrale : intégrer une 
fonction de point /(P) par rapport à une fonction de domaine complètement addi- 





tive m' ;, c’est chercher la limite des sommes JJ m '</(?<)• Cette intégrale est dite de 
Slieltjès, sauf si m', est la mesure ordinaire, auquel cas il s’agit d’une intégrale ordi- 

La notion d’intégrale de Stieltjès s’étend alors d’elle-même aux fonctions conti¬ 
nues de plusieurs variables; cette extension a été faite tout d’abord par M. Fréchet, 
grâce à un procédé différent que celui que je viens d’indiquer ; MM. Radon et de la 
Vallée Poussin ont au contraire employé ce procédé. On voit que l’intégrale de 
Stieltjès comprend comme cas particuliers non seulement les intégrales ordinaires, 
mais aussi les intégrales curvilignes et de surface 

z)dx, ff & J(x,y,z)dxdy, 

pour lesquelles m\ égale d’une part x^ — x,, d’autre part J* J^dxdy. Cette no¬ 
tion, étudiée au début des cours de calcul intégral, apporterait une grande simplifi¬ 
cation dans l’exposition. 

Si générale qu’elle soit, la notion d’intégrale de Stieltjès peut être généralisée 
encore; MM. Hellingèr et Radon ont étudié des modes d'intégration qui rentrent 
dans celui, que je crois aussi général que possible, qui serait défini par la considé¬ 
ration des sommes de la forme 

Smo... •m,.)• 


les P,, Q i . étant des points pris dans un des domaines partiels D,, m n m '.,. 

étant les valeurs, pour D, de fonctions de domaine données ; pour que la limite existe, 

gène et de degré un par rapport à l’ensemble des m„ m',, m\ . Ces intégrales 


J s/tte’ + df + dz\ J J~\/(dxdyy + ( dydz )■ + ( dzdx )* 


rentrent dans la forme précédente avec trois fonctions de domaine m, m', m". 





Intégration définie des fonctions discontinues. 


Intégrale définie. — Dès les premiers temps du calcul infinitésimal, on s’était 
aperçu que les procédés de calcul, exacts ou approchés, d’une intégrale conservaient 

qui concerné l’intégration des fonctions discontinues, on s’est borné à préciser les 
remarques qui s’étaient ainsi offertes d’clles-mêmes. Riemann présente encore ses 
recherches comme une simple mise au poiut de ce qui est connu. Au reste, l’atten¬ 
tion était beaucoup plus attirée vers la considération des fonctions qui ne cessaient 
d'être continues seulement en devenant infinies que vers la considération des fonc¬ 
tions discontinues bornées qui sont bien plus maniables; c’est seulement pour les 
fonctions non bornées que l’on s’ingéniait à trouver des procédés d’intégration; je 
çiterai, entre bien d’autres, les travaux de Jordan et de M. de la Vallée Poussin. 

Soit/(æ) une fonction bornée, formons pour elle la quanti té ^/(!;,) (x i+l — a?,)=S. 
Si, dans chaque intervalle x i+i — x if f(x) prend des valeurs peu différentes les unes 
des autres, S variera peu quand on fera varier Ç, où quand on subdivisera les inter¬ 
valles Xi+ t — £c t ; c’est sur cette remarque qu’est basée la démonstration très simple 
de la convergence de S vers une limite, quand / est continue. Cette démonstration 

>n puisse arriver à n’avoir que peu de ces intervalles dans les- 
’ n’a qu’un point de discontinuité, 

continuité. 

La théorie de l’intégration au sens de Riemann n’est que le développement de 
cette observation. Or, que l’on considère les fonctions dérivées quelconques, les 

réduit sur le cercle de convergence la partie réelle d’une fonction analytique, etc., 
on obtient des fonctions qui ne sont pas nécessairement intégrables au sens de 

lement n’est justiciable du procédé de Riemann; c’est pourquoi ce procédé, qui a eu 
un rôle philosophique considérable, n’a eu cependant aucune utilisation mathéma- 

Que le procédé considéré, c’est-à-dire le procédé d’intégration des fonctions conti- 

pratiquement utile, cela provient de ce qu’il fait essentiellement appel à la propriété 
de continuité. Si f(x) est continue, il est bien certain que, si Ç, doit varier dans un 
très petit intervalle (x lf /(§,) variera peu, puisque c’est là la définition même 




S = /n(Ë|)' dont on démontrera qu’elle tend vc 

nement classique [48, 8, 85]. 


nous avons là un procédé d’intégration, applicable au 
sieurs variables, d< 

sait des seules fonctions continues. L’idée de ce procédé ne s’est pas présentée tout 
d’abord à mon esprit aussi nettement que je viens de le formuler; mais j’y ai bien 
été conduit par les simples remarques précédentes, associées à d’autres que j’ai pré¬ 
cisées en donnant à la définition de l’intégrale deux autres formes. Lorsque f(x) est 
une fonction continue, si l’on joint chaque point de coordonnées x,y==f(x) à sa 

les uns, P, sont au-dessus de Ox; les autres, N, sont au-dessous. m(P) et m(N) dési- 


(6) 


= w(P) —m(N). 


Si/(a;) n’est plus continue, P et N sont des ensembles, et, par l’emploi des mesures 
de ces ensembles, on peut définir l’intégrale précisément par l’égalité (6) ; cette défi- 
toïtion concorde avec la précédente [8]. La seconde définition exige plus d’explica- 







On dit souvent que les définitions sont libres. Certes, 
ticien ne consentirait à appeler intégrale un nombre ne 
propriétés particulièrement importantes et simples de 





miner l’intégrale, donner une définition descriptive de l'intégrale. 11 reste ensuite à 
l’utiliser pour obtenir un procédé de calcul, une définition constructive de l’intégrale. 
J’ai employé cette méthode non seulement pour l'intégrale, mais pour la mesure des 
ensembles et dans bien d'autres circonstances; elle m'a été suggérée par la lecture 

supérieure qu’il a publiée en collaboration avec M. Borel, d’après des leçons de 
J. Tannery. Je tiens il dire ici toute l’influence que les idées de M. Drach ont eu sur 
les miennes. Postérieurement aux recherches de M. Drach, M. Hilbert a utilisé les 
définitions descriptives dans ses études sur les fondements de la géométrie. 

Voici la définition descriptive que j’ai donnée [85] : l'intégrale d'une fonction 
bornée f(x), définie dans un intervalle fini (a, b), est un nombre fini f f(x)dx, 


jouissant des propriétés suivantes : 


£'/(ùs)dx=s £*’f(,x + h)dx-, 


£ f(x)dx + £f(x)dx + £ f(x)dx = o; 

3* Quels que soient f(x) et <f(x), on a : 

£[/(*)+ tp(ar)]rfæ oa £ f(x)dx + £f(x)dx\ 
ii- Si ton a />o et'6>a, on a : 

£Six)dx > o; 

, £txd =.; 


6° Si f„(x) tend en croissant vers f(x), l’intégrale de f n (x) tend vers celle de f(x). 

Tandis que les deux définitions précédentes montraient que la nouvelle notion 
d’intégrale est naturelle, celle-ci montre qu’elle est nécessaire et non arbitraire. Des 






l'additivité complète. 

La théorie actuelle de la mesure des ensembles a pour base la définition descrip¬ 
tive posée par M. Borel. Cela suffit pour que M. Borel soit le fondateur incontestable 
de cette théorie. Je l’ai rappelé autrefois [23], je l’ai redit récemment [6] en même 
temps que je précisais quel avait été mon rôle dans l’édification de la théorie com¬ 
plète; rôle qui m’a valu l’honneur de voir mon nom associé à celui deM. Borel dans 



























i et prenons l’infinité des nombres y, 
itif, négatif ou nul; formons 


Il est immédiat que si, pour un choix de e, de y 0 et des cette série est abso- 

déterminée quand t tend vers zéro. Cette limite est appelée l’intégrale dé f(x) qui 
est dite sommable. 


»ns sommables non bornées ne comprend pas tous les procédés d’intégration de 




















Dérivation. Intégration indéfinie des fonctions discontinues. 

' La recherche des fonctions primitives. — La dérivée f(x) d’une fonction con- 



(8) . ' m=M + 

elle résout le problème de la recherche des fonctions primitives pour tontes les fonc-, 
tions dérivées bornées. Bien que ce résultat dépasse extraordinairement, je puis le , 
dire, ce qui avait été trouvé auparavant, il est obtenu plus simplement, d’un trait 
de plume, grâce au pouvoir simplificateur du théorème fondamental sur l’intégra- 

Après avoir obtenu ce résultat [46, 8], j’ai prouvé [8] que l’égalité précédente était 
Comme, d’après un théorème de M. Baire, dans tout intervalle il en existe un 







ains cours, la notion d’intégrale définie ne sert qu’à 
>] ; revenant sur la question [22J, j’ai simplifié encore; 1 


































Intégrale de Stieltjès. — Cette intégrale a 


moyen de transformer une intégrale de Stieltjès J' fÇœ)d[<x(oc)] en une intégrale 
de fonction sommable. Le procédé est des plus simples; il repose sur l’idée utilisée 
dans le paragraphe précédent : une transformation ponctuelle convenable permet de 
simplifier la nature des fonctions à variation bornée et, par exemple, de les trans¬ 
former en fonctions à nombre dérivés bornés, donc presque partout dérivables. Ici, 
par exemple, supposant oç(cc) continue, j’exprime x et a(a?) en fonction de l’arc s de 
la courbe rectifiable y = *(x) comme je l’ai toujours fait dans la considération des 
courbes rectifiables [85], et ceci donne 












CHAPITRE 


REPRÉSENTATION DES FONCTIONS 





Séries trigonométriques. 

Séries de Fourier. — On appelle série de Fourier d’une fonction f(x) la série 
- a 0 + ( a n cos nx + b n sin nx ), 

dans laquelle on a : 









































de Fourier dans des cas simples, mais déjà pratiquement fort étendus [87, chapitre i 
cette méthode n'est pas sans analogie avec celle que M. Kneser publiait au mê 

Le procédé de M. Fejér n'est pas le seul qui résolve la question. Nous avons 
qu’en intégrant terme à terme la série de Fourier d’une fonction /, on obtient v 
série uniformément convergente représentant la fonction primitive F de f; or, c< 



donnée : celle de Weierstrass, basée sur l’emploi d’une intégrale déjà rencontrée 
par Laplace dans les questions d’approximation de grands nombres et par Fourier 

celle de M. Fejér et celle, alors toute récente, de M. Landau. Toutes ces démonstra¬ 
tions utilisent une intégrale singulière J" y(t — x,n)f(t)dt qui converge unifor- 

sidérablemcnt de celles qu’on utilise généralement pour la généralisation des séries 

















jr. l’intégrale de M. Fejér, que M. Fatou 
1. F. Riesz pour l’intégrale de M. Landau. 


A L’occasion de ces recherches, j’ai été conduit [2] 


être le raisonnement par lequel Stieltjès démontrait, 


Laplace sur l’approximation des fonctions de grands : 



pour l’intégrale de 















suffira de prendre un développement de Taylor autour, par exemple, du point x* == i ; 
■le développement procède alors suivant les puissances de i — x' et il est valable 
pour — a* < œ* < 2 + a*. 

Pour étendre le théorème de Weicrstrass aux fonctions de plusieurs variables, 
j’ai utilisé un procédé qui, depuis, s’est révélé fort commode. Soit à représenter 
f(oc, y); prenons les points x = ma, y = nb, a et b étant deux constantes et m 
















-sente le mieux, le polynôme de Tchebycheff, le 
la différence entre /(«) et le polynôme est la meilleure approximation e m ' [/(æ)J, 
Si maintenant on prend successivement pour /(a?) toutes les fonctions de C\ le 
maximum e m « des e m '[/(a;)], dont la détermination dépend d'un problème du calcul 
-des variations, est le seul nombre que l’on puisse attacher à la classe C\ Il n’est 
-nullement évident que l'ordre infinitésimal de chacun des V[/(*)]» en tant que 
fonction de —, ne soit pas supérieur à celui de e wl '. On verra qu’il en est parfois 
ainsi pour certaines classes de fonctions. 

Les mêmes questions peuvent être posées pour l’approximation des fonctions 
-continues de période an par des suites de Fourier d’ordre m; grâce à M. S. Berns¬ 
tein et à M. de la Vallée Poussin, nous savons maintenant qu’il y a pour ainsi dire 
identité entre ce problème et le précédent; au moment où je travaillais ces ques¬ 
tions, on savait simplement que les deux problèmes étaient très voisins et très inti- 
mément liés. C’est du second que je me suis occupé [15]; les résultats que j’ai 


.(H) .■ • . ■ - IA* + h) }A*. 

de la classe C‘“ définie par la condition de Lipschitz-Dini : 

.(la) ft/(« +• A) 

de la classe C‘ v , définie par la condition : 

’(i3) . |/( œ + ù)-/(*)|<f(8), 

<p(8) étant une fonction dont la principale propriété est que n’est pas croissant. 
Toutes ces fonctions sont supposées continues et de période arc. 

Pour ces fonctions, j'ai étudié l’ordre de grandeur des coéfficients dé Fourier : 
«»,[/c®)] et “»»■> l’ordre de grandeur du m ièmo reste de la série de Fourier : R„, [/(»)] 
et R,„; l’ordre de grandeur de la meilleure approximation par des suites de Fourier 
•d’ordre m : .. [f(x)] et e,„. 

Les deux premières questions sont bien liées puisque, je l’ai dit, l’étude du reste 
de la série de Fourier est comparable à celle des coefficients de Fourier a m et b m ; 
on verra dans un instant comment on peut passer de là à la dernière question. 
Pour les deux premières, voici les résultats : La classe C ,v contenant C‘ et Ç“, il 
-suffit de les énoncer pour Ç, C" 1 et C ,Ÿ ; on a : 




qui ait été obtenu ; depuis, les familles pour lesquelles on sait fixer l’ordre d’approxi- 








Représentation des fonctions de Baire. 

s fonctions de classe un. — Les représentations de fonctions discontinues» 
il a été question dans ce Chapitre, n’étaient valables qu’exception faite des 
i d’un ensemble de mesure nulle; de sorte qu’on, représentait en réalité, non 
ne fonction donnée/(æ), mais toutes les fonctions équivalentes k f(x) au point 


M. Baire appelle fonctions de classe zéro, les fonctions continues; les fonctions 
de classe un sont les fonctions discontinues qui sont limites de fonctions continues; 
par fonctions de classe n, il désigne toutes les fonctions qui n'appartiennent pas aux 
classes inférieures à n et qui sont pourtant limites de suites de fonctions appartenant 

peut être un nombre transfini. 

M. Baire a prouvé que, pour qu’une fonction soit de classe un, il faut et il suffît 
admette nécessairement des points de continuité quand on ne la considère qu’aux 

démontré l’énoncé précédent pour les fonctions d’une variable et il déclarait ne pas 
savoir s’il était encore exact dans le cas de plusieurs variables. Au lendemain de sa 
Thèse, j’ai montré que l'énoncé de M. Baire était général; ce fut l’objet de la pre¬ 
mière Note que j’ai présentée aux Comptes Rendus [41] ; peu de temps après, M. Baire 

général. 

Le procédé que j’ai employé repose essentiellement sur l’emploi des courbes, 
telles que celles de Peano et d’Hilbert, qui remplissent tout un domaine. Pour qu’une 
fonction soit de classe tin, dans un carré par exemple, il faut et il suffît qu’elle soit 







celles que l’on appelle des fonctions continues en un point ou continues à s près* 
En même temps, je donnais une autre forme à la condition nécessaire et suffisante : 
Pour qu’ une fonction f soit de classe un au plus, il faut et il suffit que le domaine où 
elle est définie puisse, quel que soit e > o, être considéré comme la somme dune infi¬ 
nité dénombrable densembles fermés sur chacun desquels f est continue à moins de e 


c) aux fonctions f(x, y) continues séparément par rapport aux deux variables dont 
elles dépendent; toutes ces fonctions sont de classe un. 

J’avais déjà donné une démonstration très simple relative aux cas b) et c) dans 
mon premier travail [19]. M. Borel a inséré dans ses Leçons sur les fonctions de 
variables réelles, une autre démonstration relative au cas b) que je lui avais com¬ 
muniquée. 

L’examen du cas c) était tout indiqué, car M. Baire avait étudié simultanément les 
fonctions d’une variable qui sont de classe un et les fonctions d'une variable déduites 
des fonctions relatives à ce cas C). J’ai montré [19] qu’une fonction de n variables, 
































































CHAPITRE 


CALCUL DES VARIATIONS 












détermine l’aire que pour les domaines quarrables. C’est donc bien pour ces seuls 











domaines que l'on peut parler d’aires. Il est certain dès lors que, pour que notre 
définition de l’àire d'une surface soit acceptable, il faudra nous restreindre à des cas 
où la frontiêrô remplira une certaine condition comme dans le cas du plan. J’ai 
montré [8] que si deux surfaces S, et S, sont quarrables, c’est-à-dire ont des aires 
finies, et si leurs frontières se raccordent suivant un arc a ( 8, la surface § = S„ + S t . 
a bien pour aire la somme des aires de S, et de S,, lorsque l’arc a ( 8 peut être enfermé 
dans des surfaces polyédrales fermées d’aires aussi petites qu’on leveiit. Je dis, dans 
ce cas, que a£ est quarrable. 

C'est seulement pour les surfaces limitées par des courbes quarrables que j’étudie 
le problème des aires. De cette manière, l’aire vérifie bien la condition d’addivité; 






Le minimum des intégrales J' J' fda. — Il serait presque inutile de savoir 

décomposées en morceaux par des courbes quarrables. J’ai montré qu’une surface 
quarrable peut toujours être décomposée en morceaux aussi petits que l’on veut par 

sion approchée pour l’aire d’une surface? Un contour C étant donné, considérons 
des calottes polyédrales simplement connexes dont les frontières tendent vers C, la 
plus petite limite vers laquelle tendront les aires de telles calottes sera dite aire 


est une valeur approchée de l’aire de S. 

Il y a donc entière analogie entre le cas des courbes et celui des surfaces. L’étude 
de cette analogie m’a conduit à me demander s’il n’existait pas une surface qui soit, 
pour un contour C. l'analogue de ce qu’est la corde AB pour ses extrémités A et B; 
en d’autres termes, s’il n’existe pas une calotte de surface simplement connexe 
limitée à G et dont l'aire soit l’aire minima de G. ( 
nom de problème de Plateau, du moins quand on 
analytique, ce qui entraîne, comme l’on sait, qu’elle soit une surface minima. Je ne 
me suis nullement occupé de l'analyticité de la surface solution. 

Mes premières recherches [43] sur ce sujet ont été faites indépendamment de 
celles de M. Hilbert sur ce qu’on appelle maintenant la inélhode directe du calcul 
des variations; j’ignorais avoir été précédé par M. Hilbert, de même que ce géomètre 
ignorait qu'il avait été précédé par Arzelà. C’est sans doute parce que j’avais pensé 
















<ï*(S t ), *(%), .Lorsqu’il cri est ainsi, j’ai dit, par extension d’une dénomina- 

iriférieurement. Dès les premiers temps de la méthode directe, j’ai montré.[45, 8] 
l’importance de cette notion. J’ai prouvé que la définition des longueurs et des aires 
entraîne la semi-continuité inférieure des intégrales jfds , J'J'fda, intégrales 


nimum pour ces intégrales, lorsque / reste constamment supérieur à un nombre 
pace ou d'une surface) joignant deux points donnés, soit à toutes les surfaces limi- 


Je ne puis passer à une autre question sans rappeler au préalable que des travaux 
de M. S. Bernstein ont fait faire récemment des progrès essentiels au problème de 
Plateau, considéré comme problème de détermination d’une solution d’une équation 


Le Problème de Dirichlet. 


ment lié au problème d.e Riemann, consistant à trouver le minimum de l’intégrale 

ou de l’intégrale 






















Considérons le domaine formé par les points M pour lesquels on a OM-^i 
et V-^a. La frontière de ce domaine ne contient qu’un vrai point singulier, l’origine; 
elle contient bien la ligne singulière OM= i, V = a, mais une petite modification 
du domaine la ferait disparaître. De sorte que notre domaine D est tout à fait com- 



Calcul de la solution du problème de Dirichlet. — Toute démonstration d’exis¬ 
tence fournit, théoriquement, un procédé de calcul; d’autre part, tout procédé de 
calcul devient, pratiquement, illusoire dès que les données ne sont plus très parti¬ 
culières; pourtant il y a lieu de mettre à part les procédés qui donnent des dévelop¬ 
pements en série de la solution. 














dérivées, réciproquement /(P) est harmonique. Bien des Mathématiciens, des Mathé- 
au théorème de Gauss toute sa valeur de propriété caractéristique des fonctions- 

J’ai apporté ma contribution à ce genre de recherches, indirectement; en me servant 
uniquement de l’égalité de Gauss pour le calcul d'une solution du problème de 
Dirichiet,je montrais que cette égalité, avec l’interprétation que je lui donnais, était 
caractéristique des fonctions harmoniques. Mes raisonnements supposent la pos¬ 
sibilité du problème de Dirichlet antérieurement démontrée; j’ai attiré l’attention 
[29, 38] sur l’intérêt qu’il y aurait à prou ver directement le théorème de Gauss : les- 
calculs que je vais indiquer fourniraient alors, en même temps, la plus simple des¬ 
preuves de l’existence de la solution du problème de Dirichlet. 

Soient D un domaine donné, P un point de ce domaine, K(P, M) une fonction 

quand PM surpasse la plus courte distance de P à la frontière de D, et dont l’in¬ 
tégrale, étendue à D, égale i. Alors le théorème de Gauss appliqué à toute fonc¬ 
tion harmonique dans D, donne 


A p) = J' M)/(M)rfM. 







On peut rattacher cette méthode aux remarques suivantes : Dans le cas des in« 
giaie’s simples, il suffit souvent qu’une suite soit minimisante pour que les élémenl 
de cette suite aient au moins un élément limite, c’est, par exemple, ce qui se pass 
dans le problème des géodésiques; il n’en est plus en général ainsi s’il s’agit d’un 
intégrale double et a fortiori triple, puisqu’alors le problème peut être impossible 
on a vu cela à l’occasion des problèmes de Plateau et de Dirichlet. Il faut, aupart 


limite, lorsque le problème est possible : par exemple, nous avons remplacé la pre¬ 
mière suite par une suite de fonctions monotones dans le problème de Dirichlet plan. 
M. Zaremba a utilisé de la même manière le passage d’une fonction à sa première 
itérée: cette opération a comme effet de niveler en quelque sorte les aspérités locales, 
et c’est pourquoi M. Boussinesq a aussi employé parfois le même procédé. 

L’opération à faire subir aux fonctions des suites minimisantes doit être telle 
qu’elle laisserait invariable la fonction solution ; si, dé plus, la fonction solution est 
la seule qu’elle laisse invariable, il y aura des chances pour que la répétition de cette 
opération, à partir d’une fonctiomquelconque satisfaisant aux conditions aux limites 
du problème étudié, conduise à la solution du problème. C’est pourquoi l’itération 
par les formules de la moyenne était tout indiquée. Une autre opération indiquée 
pour le problème de Dirichlet consiste, le domaine D étant la somme de domaine D i( 
à modifier la fonction / successivement dans les divers D,, une infinité de fois, de 

cette opération réussit; c’est la méthode alternée de Schwarz ou la méthode du 
balayage de Poincaré, suivant les cas. 


Questions géométriques et analytiques. 













m de l’écart entre les tangentes correspondantes. C 


convexes, pour que le problème se formule ainsi : /(#) étant la fonction qui définit V, 
quelle doit être /(cp) pour que sa meilleure approximation possible, au sens de Tcheby- 
cheff, par une suite de Courier d’ordre un, soit aussi grande que possible?. Cette ques¬ 
tion est du type de celles qu'il faudrait résoudre si l’on voulait, dans les questions 
































ANALYSIS SITUS - GÉOMÉTRIE - TRAVAUX DIVERS 


Analysis Situs. 










dent entre eux, ainsi que les points frontières. Cette propriété est capitale pour la- 
théorie des fonctions implicites, comme l’a très justement montré M. Hadamard. 

Dans, une Note des Comptes rendus [57] non encore développée, j’ai indiqué 
d'autres démonstrations du théorème d’invariance en rapport avec la proposition 
m de théorème de Jordan. 


article très suggestif. Mais le théorème de Jordan paraissait aussi difficile à prouver 
que les autres; on ne voyait pas, en particulier, comment on pourrait raisonner par- 
récurrence. C’est pourtant par récurrence que j’ai prouvé le théorème, mais grâce à* 
une récurrence différente de celle que l’on cherchait et qui n'a été possible pour 


à p et g dimensions, p<ft, p + q = n — i. Soient V p ', V ? ' deux variétés voi¬ 
sines de V p , V ? et polyédraies: il pourra arriver que l’on puisse, par déformation 
continue, réduire V p ' à un point sans traverser Y q ; il se pourra, au contraire, qu'il* 
faille traverser Y q ' a fois. Si a est impair, nous dirons que V p et Y q sont enlacées. 


ne variété V 0 est 

rence, on s’élève de p = o à p—ri —i; le théorème de Jordan est précisément 
équivalent à l’énoncé précédent dans lequel on a fait p = n — i. 

Cet énoncé est d’ailleurs intéressant au même titre que.son cas particulier: le 
théorème de Jordan. Tandis que celui-ci est lié à la notion de période polaire des 
intégrales étendues à des variétés à n — i dimensions de l'espace à n dimensions, 
l’énoncé général est lié de la même façon à la notion de période polaire des inté¬ 
grales multiples d’ordre n — i les plus générales. 

Depuis ma Note, le théorème de Jordan a été démontré aussi par M. Brouwer 
avec ce complément important : il n'y a que deux régions. M. Brouwer a étudié la 
notion de variétés enlacées que j’ai introduite; M. Antoine a utilisé cette notion> 
dans sa si remarquable Thèse. 











pensé lorsqu’on m'a démontré, pour la première fois, que’les surfaces applicables 
sur le plan sont toutes des surfaces développables. Le désaccord apparent entre cet 

est une surface non analytique et possédant des lignes singulières; dans la recher- 

elle m’est revenue à la mémoire quand j’ai lu le Chapitre de la Thèse de M. Baire 
consacré à la recherche de toutes les solutions de l’équation p=±q. Je me suis mis 
alors à rechercher toutes les surfaces correspondant point par point à une portion 
de plan, la correspondance conservant les longueurs pour toutes les courbes, 
qu’elles soient ou non des surfaces développables. J'ai trouvé des surfaces applica- 

certaines sont réglées, d autres ne le sont pas et même ne contiennent aucun segment 
de droite [42, 8]. L’application conserve aussi les aires. 

Soient f(t), g(C)> Kt) trois fonctions à variation bornée dont la variation totale 
dans (1,, y est égale à 1 1 , — t, |ï quels que soient /, et i,, la transformation 






une courbe gauche, qui ont un plan tangent le long de chaque génératrice et qui, 
pourtant, ne sont pas applicables sur un plan. 

demment suggéré par la considération des déformations matérielles; pourtant, dans 
la plupart des déformations physiques, il y a modification des longueurs; il s’agit 
alors d’un problème appartenant à la théorie de l’Élasticité. Traitant l'un de ces 


plane satisfait approximativement aux équations qui définissent les surfaces analy¬ 
tiques applicables sur le plan, et il se demande si ces surfaces sont nécessairement 
voisines des développables analytiques. Sans prétendre, par là, répondre à cette 
question, j’indique qu’en tout cas, le feuillet moyen est voisin d’une surface appli¬ 
cable sur le plan, analytique ou non. 

Récemment, M. Gambier s'est inspiré de mes recherches pour étudier certaines 
surfaces applicables sur le paraloloïde. 

Théorème de Cauchy. — La transformation du paragraphe précédent permet de 
déformer une surface quelconque prise en totalité; au contraire, lorsqu’il s’agit de 
déformations analytiques, elles ne s’appliquent le plus souvent qu’à une partie de 
la surface; c’est ainsi qu’on ne peut déformer le plan pris en entier qu’en certains 
cylindres. M. Weyl, généralisant un résultat relatif à la sphère, a démontré que 
deux surfaces analytiques convexes fermées, applicables en totalité l’une sur l’autre, 
sont égales ou symétriques. Cauchy avait prouvé que deux polyèdres convexes fer- 

ques. Je rapproche ce: 
trouver qui les co 

La démonstration de Cauchy présentait une lacune qui n'avait jamais pu être 
à une question posée par M. Hadamard dans Y Intermédiaire 


M. Hadamard a introduit, légèrement modifié, dans la plus récente édition de sa 


Géométrie. 

Géométrie infinitésimale. — A l’occasion de ma seconde Thèse, j’ai remarqué 
définissait une transformation de contact de l’espace, et je me suis demandé, inver- 




























de multiplication des fonctions elliptiques. Tout cela est d'ailleurs la généralisation 
d’addition des fonctions elliptiques en exprimant que trois points d’une cubique 


sont en ligne droite. Dans les raisonnements de Cayley, la cubique qui intervient 
n’est liée à la question qu’au point de vue analytique: j’ai tenu à avoir une image 
géométrique nette, et voici l’une des formes auxquelles je suis parvenu : Supposons 




















suffisantes pour l'équilibre d’un solide, et cela sans faire appel à des axiomes 
ue celui-ci : On peut appliquer à un corps deux forces égales et de sens con¬ 


sole centrale comme démonstration én quelque sorte officielle. J’étais alors 
ninateur d’admission à cette École, chargé précisément de la mécanique. Les 













mes d’Arithmétique et d’Algèb.re [79], dans une note présentant cette originalité 

grammes de Mathématiques. J’ai publié une étude déjà assez complète des courbes 
épicycloïdales [80]> courbes trop peu connues à mon avis : je vais plus loin qu’on 

tuelles et tangentielles de celles de ces courbes qui sont algébriques. Deux autres 
articles d’ordre pédagogique sont ceux que j'ai consacrés aux angles polyèdres [81,82] ; 
j’y insiste sur une propriété d 'analysis situs très importante et trop peu remarquée : 

l’espace passant par un point fixe forment une variété unilatère. 

Je pourrais encore indiquer, comme ayant un caractère pédagogique, les detix 
Notes suivantes, dans lesquelles je me proposais de mieux faire comprendre certains 
résultats. Il y a deux façons d’aborder l’étude des équations de Fredholm ; ou bien 
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